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Abstract 
Mignotte, M., Sur l’equation de Catalan, II, Theoretical Computer Science 123 (1994) 1455149. 
We consider Catalan’s equation xp - yq = 1, where p and 4 are odd primes, pi 4, and X, y integers 
with 1x1, IyI > 1. We introduce a new linear form of logarithms which leads to some improvement of 
the general upper bounds on p and 4 for p = 3 (mod 4). We also prove that Catalan’s equation has no 
solution when p = 19 and that, when p =53, the only possible value for 4 is 4 =4889. 
Le probleme a tte pose par Catalan en 1842 qui conjecture que l’equation 
xm-yn=l avec m,n32, et Ixl,lyl>l 
a pour seule solution, la solution tvidente 32 - 23 = 1. 
11 est clair qu’il suffit d’etudier le cas d’exposants premiers: 
xp-yq= 1, ou p et q sont premiers et 1x1, Iyl> 1. (1) 
Grace a la thtorie de Baker, Tijdeman [13] a montre que l’tquation (1) n’a qu’un 
nombre fini de solutions (p, q, x, y), des bornes explicites ont It& calcultes par Langevin 
[6]. En 1991 - suite a la sortie d’un article de Waldschmidt [14] sur des minorations 
de formes lineaires de logarithmes - deux travaux [2,8] donnant de nouvelles 
majorations de p et q ont CtC publits. Au premier paragraphe, nous demontrons une 
nouvelle borne pour p et q, lorsque l’un des exposants est congru a 3 modulo 4 (cf. la 
remarque de [8]). 
Depuis les travaux de Lebesgue [7] et de Ko Chao [S], on sait que l’equation (1) n’a 
pas de solution autre que la solution evidente si min {p, q} = 2. Nagell a demontre le 
m&me resultat lorsque min { p, q} = 3. 11 rtsulte de [2] que l’equation (1) n’a pas de 
solution si min { p, q} E (5,7,1 l}. Dans la seconde section, nous montrons montrer qu’il 
n’y a pas de solution pour p = 19 et que la seule solution possible pour p= 53 est 
q=4889. 
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1. Application d’un travail d’hkeri 
Nous reprenons succintement le travail d’Inkeri [3]. Pour p premier impair, 
supposons que a parcourt ies rhidus quadratiques modulo p et que b parcourt Ies 
non-rhidus et posons 
Atx)=n (X-43, Btx)=n (X-lb), 
cl b 
oG < ,$idP. On a alors les relations 
4 
xp- 1 
x_,=2A(X).2B(X)= Y*(X)--p*z*(x), 
avec p* = (- l)@- l)j2p et 
Y(X)=A(X)+B(X), Z(X)=@(X)-‘4(X))&? 
Les polyn6mes Y et Z sont d coefficients entiers. Clairement, deg( Y)=(p- 1)/2 et 
y(x)=2x’P-U/2+... > L( Y)dL(A)+L(B)~2’P+l)‘2, 
oh L(P) d6signe la longueur d’un polynbme P (i.e. la somme des modules des 
coefficients). 
De la formule donnant la somme de Gauss: 
CFJp”=J;;;, 
(1 
on dtduit que deg(Z)= (p- 3)/2 et 
.qx)=p-3)/2+..., L(Z)<L(A)+L(B),<2’p+“/2. 
De l’tquation (1) et d’un rtsultat bien connu de Cassels [l], on dCduit l’existence 
d’entiers u et u tels que 
x-1=p4-lu4, 
9-1 
x-_l=pv? 
11 en r&u&e que 
puq= YI-p*z: od Y, = Y(x)/2 et Z1 =2(x)/2. 
Pour simplifier, supposons que les nombres Y, et Z1 soient des entiers (d’aprh 
[3], c’est vrai si p est congru P 3 modulo 4). Si on pose Y2 = Y,/p et Z, =Z1, on 
obtient 
uq=G52+ Y,457>(Z2- Y&,@). 
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On voit facilement que les nombres Y, et Z2 sont des 
(cf. [3]). Dans le corps quadratique Q(Jp*), on en 
idtaux 
(Zz+ Y,JP*)=a? 
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entiers premiers entre eux 
dtduit une relation entre 
Si on suppose que q ne divise pas le nombre de classes du corps quadratique Q( Jp*), 
il en rCsulte l’existence d’un entier algtbrique CI et d’une unitC ye de ce corps tels que l’on 
ait 
z*+ Y2Jp*=r@. 
Dans le cas od p E 3 (mod 4), on peut prendre q = 1 et on a tout simplement 
z*+ Y&/&@ 
et done 
a4-ci4=2Yzfi, c@+L?4=222. 
De cette &ude, Inkeri dbduit le rtsultat suivant. 
Cridre 1.1. Pour p = 3 (mod 4), l’kquation (1) n’a pas de solution si on a simultanbment 
P q-1 + l(modq’) et q,fh(-p), 
oti h(-p) ddsigne le nombre de classes du corps quadratique imaginaire Q(G). 
Posons a = 1 ~11 eie, avec 10 I< 7~. Alors, 
aq+ ccq Z(x)& 
cotg(ql3) = i - = ~ a4-$l Y(x) 
et, d’aprh les estimations pr&?.dentes, 
2’P - 1)/Z 
IwM9I-4i ,x,_22(p-1),2. 
11 existe done un entier k tel que 
2(P+ I)/2 
~:=12iq~-ik~l<~lxl_2~~_~~,1. 
Si on applique [9] avec CI~ =-1, ~=a/& a=OS et 
a,=x, a2=LogIal, 11=7c, l,=jLogul, 
D’=l, p=k, j-=1.1, p=l+~~l.ool, 
4 2 
cl =2.944, c= 13.74, x=2.197 x0= 1.002, 
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on obtient la minoration 
Log/i b- Cal ~~(0.6 +Log q)‘, 
avec C = 400. En utilisant l’encadrement ci-dessus de A et les relations (2), on en deduit 
Cette inegalite, jointe a l’inegalite (3) de [S], conduit au resultat suivant. 
Thtorkme 1.2. Si duns 1’Cquation (1) on a p = 3 (mod 4) et p < q ulors 
q < 2.48 x 1O24 et p< 1.23 x 10”. 
2. Les cas p=19 et p=53 
Rappelons le second critere d’Inkeri (voir [4]). 
Critke 2.1. L’tquution (1) n’u pus de solution si on a simultundment 
pqml f l@odq*) et qYH(p), 
oti H(p) dtsigne le nombre de classes du corps cyclotomique Q(exp(2in/p)). 
Posons C,= Q(exp(2ix/n)). On sait depuis Kummer (cf. [15]) que le nombre de 
classes H(n) est tgal au produit du nombre de classes, note h:, du sous-corps reel 
maximal C,’ =Q(e2inin+e-2in/“) de C, et dun certain entier hi. Le calcul de hi est 
relativement facile et des tables ont ttt calcultes pour n < 256. Par contre, le calcul de 
h: devient vite tres difficile en raison du fait qu’il faut estimer le rtgulateur dun corps 
de grand degrt. Pour p premier, les valeurs exactes de h,’ ne sont connues que pour 
p < 71. Les calculs les plus etendus ont ete effect& par van der Linden [lo], qui 
a aussi calcule des valeurs de h ,’ pour p < 170 valables si l’hypothese de Riemann 
generaliste est vraie. Pour l’application a l’equation de Catalan, on a seulement besoin 
de savoir si le nombre premier q divise h,. Grace a un programme qui m’a ete fourni 
par Schoof [ 121, on rtpond a cette question pour p = 97 et p = 137 et certaines valeurs 
de q. 
La table de [15] montre que 53 ne divise pas h, et que 19 ne divise pas h T3,. 
Le programme de Schoof montre que 53 ne divise pas hc, et que 19 ne divise 
pas h:37. 
En se reportant a la table de [S] et en appliquant les criteres d’Inkeri, on voit que 
pour p= 19 la seule valeur possible pour q est q= 137 et que, pour p= 53, les seules 
valeurs possibles pour q sont q = 97 et q = H(53) =4889 (cf [lo]). En appliquant le 
second critere d’Inkeri, on obtient le rtsultat suivant. 
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Thborbme 2.2. L’6quation de Catalan (1) n’a pas de solution si l’un des exposants est 
kgal ri 19. De plus, si p = 53, alors la seule possibilitt est q = 4889. 
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